:

b - L & -, ~ >
LOSKOHLOVEL

Rabinet as

i)

taddénds vied

B M o 3
akadéunie vie

B susaeai A3 o x .
Lrexanier o888
~
" ¢ T ¢ & i ¢ 2 ¥
W v 4 M A @ B A b 3 NV & i s N : 4
; " Ry T ” ‘amn
AU LDEISDE SV L 5 r \}
“ 8 AL % AR e pors s S i e .
rmniiddteka disertaind poica
-3

3 ot 23 ey Y e 8
.):'»\;;.ltu;.l FLIOL s il e

-

24

Lo

¥

*

3

Kotzig Drie




.4
UVC’doqoooaoo&csanccelofoiotoooo

Eapitola I, Otislovania Erafov s o o + ¢ 0 8 5 8 s 0 0

p
"'jl. ¢ & 9 B & @ e & & = = ® & & & & & 8 & ® . @ ® ®

:0‘.;. L) * @ L e @ o & » ® ° e @ s @ s © . & @ L s 9 * *
Rapitola II. Rozklady kompletného grafu na mnohouholnlky
:,'.31..0'0ooo.ooccoooo-oocooouao
§2¢ Rozsklady kompletného grafu na trojuholndky o o o

» " Yo

§3. Rozklady kompletného grafu na mnchouholniky + « o

Kapitola IIl. Rozklady kompletného grafu na strony e ¢ o

Kapitola IV. Rozklady kompletného grafu na $pecidlne
dxw\,ygrafav.-..oo.-..o....
§l. Rozklady kompletnéhe grafu na pérne grafy o o o o
G2« Rozklady l»;ozup.}.et;;éhc grafu na kompl etné grafy « «
Zédveredné posndnky o o o « o ¢ » o s s o 0 0 s 88000

a &
u;tel'c:tux‘:.s...ooge.-.--.o.........




© Pryjm podnetom k #tudiu otdésok, ktoryuli sa sacherd tdto
prdca, bol problém, ktory forsulovel mna Sympdziu z tedrie gra-
fov v Smolenicisch roku 1963 G.Ringel [9]. Pokusy o dikas je-
ho hypotézy o tom, Ze kompletny gref s in+l vrcholmi moino
rozlcfif na stromy izcworindé dandme stromu & n hrensai, viedll
& rosfirenej forsulécil problému - matali sa skima® Specidlne,
taksvend eyklické rozklady kompletnjch grafov na izonorfné
podgratly.

¥ literstire existuje lea niekelko mélo pxde, ktoré si
vidsaji problés cyklického rosklsdu kospletansho grafu nu izmo-
morfné podgrafy, prifos sa ticto probléuy rielia zviiia v e-
kvivelentne; kombinatoricks] formalécii len pre niektoré Spee
cidlne pripady {maiﬁams systémy trojic, oyklické projok-
tivne roviny, resp. plandme dplodé difereniné mmoXiny la],
(26], [a7], [25] )-

Zavedanies istyoh pripustafch oldsiovani grafu (kapiio~
la I.) uso¥nilo pristdpit k jprobléms syklickfeh rezkiadov
kompletadho grafu viscmene] Jednotnga spdsobom. V jeduotli-
vjch kapitoldch préce sa potom vySetrujd oykilcus rogikiedy
kompletnfeh grafov na izcsorind podgrafly patrisce do niskto-

rej Specidinej triedy grafov (enohouholadky - kepitola IL.,
atroay - kspitola 1Il., pérae grafy, pﬁm-wmz;&mé grafy,
kompletné grafy = kspitola IV.) Otvorend problésy, ake aj
préblémr, sivisiace s uvedencu problematikou v menie] miere,
sa oagnaduju v sdverednych pozndukach.




Chesl by som na tomto mieste polakovat mijau Skolitelovi
prof. br.intonovi Sotaigovi DrSc s vedenic a usaeriovanie po-
tas celého trvenia wojej vedscke] pripravy, ake aj ma cenné
rady & priposienky k predkladane] précie. Za coond rady a pri-
poalenky k tejte préci Jakujes tyato tiel pracovalkovi Kabi-
netu mstesatiky SV Jursjovi Bosdkovi CSc.
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Kapitola I
M ANIA GEAFOV

§i. Pod szm bnéaua ¥ eez.aj yrded rozuniet? obylejny graf,
tede mwmwwmmaamm“
Vreholy a‘am budens mﬁmaf mx;m plsmengni u, va pode {pri-
padne 8 masm), grafu budens oznalovatl meljml plssens-
nih,a apod. gpripe&asimaxaﬁi} alebo ako dvojice wrcho~
low: {u,v). Znakom G{mjn) budese ozuslovat graf & m vrcholui a
L hranasi.

Pod olfslovanim Oy grefu G{mjn) budese rozumief oifslova-
nie jehe vrcholov vy Slslanl 2y, 1=l,e..,m, kie ay Je prirodze-
né &islo alebo nmulas, prifom sa Jubowingm dvom rdsnym vrcholos
v‘i, A?erafnﬁmm riume &falas ‘J"“k « Budeme tieZ ho-
vorit, kmltiﬂMGvao&aW%zmv%
budsme ocznaloval mmoilnu Meel ay (isl,...,u) pr.s. odfslovant
Oy grafu Glugnle

Pod hodaoton hrany hka(ti,v':} v ofislovani Oy grafu Glmjn)
budeme rozumief &islo hkalaf-eél 51,0008, kde ag, a4 s ¥o-

la, pﬁmdmévmmv”m VJMGwoéialmmaa

Znakon 8% budeze omnaloval mnolim &isel by (k=1,ese,n) pri o
Sfolovand Oy grafu G{mjn).

O¢islovanie GG grafu G{mn) budene msyut komplesentdrayn
oligiovaninm k ofisiovaniu Oy, ak plati: Ak mé vrchel vy v olfe-
Lovent Oy priredmé &slo a;, ué v; v oifslovan O, priradens
&islo 05 .

Lefeled. OClislovanie O, grafu G(mjn) sa nazjva o(-ofislova-
afs, ok platls (a) Vo C {0,1,0..,8%5 () By, = (A eesiilie

1) Terainologiu budese poullvat podla [2].




Lefalode Oilslovanie Oy grafu G{njn) sa nazjve @w&islam«
afm, ak platf: (a) v%c{a,z,...,a}; () By = Retinnat 3
(e} axistuje x € {0,1,e0.,05 také, B¢ o Pubovolnej hrsne (vyav5)
grafu G plat! alebo a;%zx, a;7% alebo a;7x, as<x .

Besprostredne z definfeif 1.1 & 1.2 vypljva:

Dosledok l. Ksidd (-od&slovenis grafu U jo aj o-oéfinlove=
nim grafu Ge

L0sledok 2. ik existuje d-ofislovenie grafu G{mjn), potom
je m=-ns1l.

Bisledok J. ik existuje B-oifslovanie grafu G, potom je 8
parny graf.

20sledok 4. Polet planych o~oifslovani (resp. pofet riz-
nych (~o@fslovani) grafu jo pémy. :

Posledny dbsledok vyplfva z tohe, Ze komplesentérne oifelo-
vanie k o-ofislovaniu (resp. k (-olfslévaniu) grafu bude tied
(=ofistovanis (resp. (-o¥Mslovsnin) grefu, prilos si tieto
dve otislovanis rdznsc.

Sech je Wz n. Oznalme Ry = {0,1,.ce,0-1Y ,
R, = (H-n+1,B-02, 000 8-1,83 .

Bofeled. ONalovanie Oy grafu G{mjn) sa nesgva [-0ifslova~
nin, ak plati: {a) v%caeezz“ 3 (b) Eaa‘ﬁﬁu.

mﬁmv%mm@spisatvtvaﬂ ?%-!?1 *?"'

b %°*
kaavg;gcao, vgac.au,

befele4. Oliglovanie U grafu Gimjn} ss nazjva d=oifslove=
afn, ak plati: (a) v%c%*-%; ib)ﬂaaiﬁh; {¢} neexistu~

Je prirodzend xé.'éa také, ha<x<bl a neexzistuje prirodze~




né 3¢v§a také, 38 b, {y<H , kie b, = mvgg g
b, = inf vgb .

Bezprostredns i ﬁéﬁnﬁo&i 1e3 & led vyplyvat

Bosledok 1. Koadé é‘-sammm grafu G jo aj (-oiiclova=
nim grafu Ge

W.— Ak sxistaje [-oifslovenis grafu G, potom je §
paray grafe

DOsledok 3. Ak existuje d‘-eazazmmma, poton je G
pérny graf. :

BefeleS. Ofislovanie Og grafu G{mjn) ss nazgva (-o¥fslove-
als, ak plati: (a) 9%C {0,3,00e4205 § (¥) B% = {1,«2,.“,3} .

Befsl.6 Olfalovanie O grefu G{mjn) sa masjva §-oislova-
nim, sk pistls (a) v%c{o,‘,x,...,znk ; (b) 'a% % Xy Ry e e sBigds
kio alsbe xg=i alobo xg=2n+l~d o

Bezprostredoe  definfeil 1.5 a 1.6 vypljvas
I Esidé o-oifslovanie grefu G je aj C-ofislova=

nfam @‘a&u Ge

D3sledok 2. Kukdé O-ofislovanle grafu O .;e aj §-oifslova=
nfm gratu G.

Pre grafy s neplmys poltom hrda savediene efte dve delind-
cige

DefyleT. otdslovanie Ug grafu G{mjin-1)} an nazgva peoiislio=
vanie, ak platl: (a) ¥ C{Q, ,.,.,2::»1} § (b} Haa = {1 2,...,:5};
{e)} & Iubovelnsj hrane ktli't*,fs} existuje hruna ha""’pt"q’
grafu G tak, #e plati: apiaim {med 2m), aqiufn‘ {(mod 2n}, b =by.

Eef.1.8. Clisiovanie Uy grafu G(mjZn-l) sa nssjve g~oBlslo-
vanim, ak plat{: (a) 7%c{o,1,...,zn-:.} P (b) By B (R oge sy 5r




_______

kdc alebo x,=1 slebe x;=an-i j {2) & Tubovorne] hrane
hk“{'i*' 3}, sxistuje hrana haﬂ(v?,tq} grafu G tak, Ze plati:
a,Sa,n {mod 2n}, 8 Fan (md én) ; slebe byby .slabo
bg=an=by . ‘ : : '

Bezprostredne g definfeld 1.7 & 1.8 vypljva:

DOsledok. Kakdé p~olislovanie grafu O je aj geolislove-
niw grafu G, | |

Skdr ned by see odvodill vatah medal o~olfslovanin a
pmoisl ovanin, mavedieme site Jednu definfciu.

[8£:1.9. Gref O sa nusjva rerozloiiteiny (r>2), sk sxi-
stuje 1~1 joho hidn By,ees B, takjel, e (1) po ich vynechs-
nf sa O rozpedus na r izemorfuych dlsjunktngyeh podgrafov
Gyyeeeyly, prifom G; obsshuje aspoll jednu hranuy (2) hrena by
spojuje v G tis vrchely grafov G, G, kioré si zodpovedsji
v nejokon izonorliske. '

MﬁizM.LSWMMWG,W&
% Gef.l.9 nazvice priedhaul grafu U.

¥eta l.1. p-odislovanie grufu @ existuje prive vtedy,
kell je G 2-rozlclitelny a kel existuje o-ofislovanie brehov
grafu Ge : -

Doknz. I. Nech je dmny grof O, ktory je 2-rosloZitelng.
Graf O méd zrejme nepdyny polet hrdn 2n-1, pridom kaldy = Jeho
bratiov 81, B, mé n-l hrdne. NHech existuje o-offslovanie %
brehu B, grefu Gmjan-1). Ak mé vrohol v} grafu B, priradens
v oéisicvani c}; Eislo a}, potam vrehola tf grafu B,, xm-;i
#04povedd v nejokon lzcsorfizme vrcholu v} grafu By, prirad{-
ma 3islo s%:n}‘m, “m budd oifslovuné vietky vrcholy grafu Ge




Takéto olisiovanis Oy grafu G{mjan~l) bude srejme p-oiislovs~
nim (hednotu B v tomto offslovani bude matf préve prielks gre-
fa G)e ' s e
I, Bech je dany gref Gimjan-l) a nech existuje p-oSfalo~
vanie Oy grafu G. Hech Je hﬁ{?x,vyi t4 hrena grafu 0, ktord
wd v offslovani Oy hodnota n (bez chzedzenia vieobecnosti wb-
Zems Wklaéusx<n). DokdZeme, Ee hrans h Jjo mostonm gra-
fu. Predovietkym nembfie h ledsf v nijakej krufnici pdme)
élsky. Predpoxladajee totil, Ze h ledf v kruiniel
E= {"’g*’i&"zc“’t”av-—z*"ys"x}‘ afzxy 2V . Podrs bodu {e) |
defel.7 bude mat potom hesna (v, _3,v)) krufnics K hodnotu n
v obfsloveni Oy, &0 je spor (obr.l.l). Podcboe nemble h lefat
v nijake] kruinici mepéras) dlZky. Predpoiladejue totd¥, %e h
ledf v iauinicl K ={v,,vy,.e. +%u1s% ,v\)ﬂ,".,r?q_‘z,vx,vx}
aliky 20+l. Potom by v dSaledku bodu (e} def,1.7 musela hrana
i leZat aj v krufaiel .
K, = {vx,vl,...,r\,,l,?,vwl,m,vﬂal,vy,vzk alsxy 29%1, kdeo
VE Vg #,=2*n (obrele2), prifon by v ddsledku vetshov 81"
=3 .3*h, ayfa, , muselo platif 'aqu_lmlt\a?«o\;_dml s S0 Jo
mofné len pri n=D. lostall sme oplit spor, teda hrens b je moe-
tom grafu Ge " -
’ 0 kmife} zo wvydnych hrdn (ti,vé} grafu @ platis alebo
Je silssne a;<{nm, ay {a, alebo jo silusne a;Zn, -nf;s.-'-:hby
totiZ bolo pre nejakd m'hlagvh,gi’_mﬁm 3114 n,
4y 2 n, ausela by exdstova® krua hz”fvéi;}'.izl take, 2o ay =

-,‘mga, gazu:lm {mod 2n)< n, takle o hodnotfch hrdn by

platile by#b;, &0 by oduorovele bodu (e) def.l.7.




Ak vynechdue z O hranu h {most), rozpadne sa G va dve
Ronponenty 61, “2 takd, o pre vietky vrcholy vy 80y platd
a;<n a pre vietky vreholy vy z 0, plati aj?-n. Je zrejué, e
ak ponechdue vreholom grafu 01 priredend tie isté &sle, ako
v oiislovani O, grafu G, dostancame tak o-olislovenie grafu
Gy 2 predehddss jucehe sérovell vypljva, Ze gref O je 2-rozlo-
itelny (lzomorfné grafy Gy, G, si Jelo braly, hrass h je jo-
he pristin).

Veta 1.1 je dokézand.
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§2. V tomto paragrafe ukdiene, ako moino wyulit oif{slo-
vania defincvand v §1 tejto kxpitoly na zlsksnie cyklickych
roziladov kompistaych grafov ma poderafy izomorfné Jdandm
arafu.

Pod kospletngm grefom s a vrcholmi VyaVogees,V, =~ Ona-
fujene ho {n) =~ budeme rozumiet graf, v ktorom sé Iubovolnd

: dva (rdzne) wrcholy spojené (préive .}q:m} nranoi.




Pod yoskladom R kompletného grefu {n) budeme rosumief
systém podgrafor B ={0),e.+,0,} gratu (o) taky, Ze knidd hre-
na grafu <ny petr{ do préve jedného z podgrafov systésu R.

Defsle10. likou hrany (wi,ﬁ} . :,.}n}.,a,...,a, i#3,

v grafe <@> budeme nazyvat Slslo
dg; = min { [1=3], n=l2=3} .

Def.l.11. Ototenim hreny (v,,v;} v grefe {n) budeme na-
syvat siéasné gviilenie oboch indexov o Jednotku, ktergm
% hrany ('3,3’43 dusteneme hranu ‘*i*i"dﬂ’ ipridoa vy, =
=v, pre k=tl,$2,...)s Ototenin podgrafu G v gmafe (B budeme
nasyvet sidesand otofenie vietkjeh hrdn z Ge

Bezprestre.ne s defianfele 1.11 wyplyve:

Phsledok l. Pri otofent hreny sa jej dlika nesent.

Dosiedok 2. Oref G a graf G, ktory vaaikue z G jeho o~
todenin v grafe (n), su navedjom izomorind. i

Bef.1.12. Fozklad R grafu (@) sa naujva cyklicky, ak
platf: Ak R obsahmje graf ¢, potos R obsshuje aj graf G°,
ktord viniine & G Jjeho otodenim.

Begprostredne g definfeid 1.11 & 1.12 wypliva:

DBosledok 1. Ak Je R cyklicky rosklad grafu (nsl) na
grafy, = ktorjeh kasdy mé o bhrén, potom su vietky grafy z R
navzd joa Lzomorind.

Vsta 1.2. Cyklicky rozidad kompletnéhe grafu (2n+l) ma

podgrafy izoworiné dandmu grafu Gimjn) existuje prive viedy,
kel existuje C-olislovanie grafu G.

DOkez. I. Z definfcie 1.10 vyplyva, Ze ss v grafe (Zn+l)
vyokytujd len hrany dfsky 1,2,...,0, prioms sa v toato grafe
vyskytuje préve Znel hrdn dliky & (3=1,2,0e0,.0)

(v39¥500) s (oa¥gsadueess (Vonaya¥y) »




ktoré deostaneme nepriklad tak, e vemmems nicktord z hrén afE~
ky 1 s postupne ju otolime In-krét.

Il. Nech je dang graf G{mn), ktorj md Y-oifslovanie Og,
pridom YG = {31,.“,&“75. PodYa bodu (b) def.l.6 platd potam
oy, {xl,xz,". JX,} 5 Bde alebo x st alebo xy=iavi-i. Ak
oznadize vreholy grafu (@n+l) tak, aby platilo v ax’ potom
v silade s Guf.l.6 & 1,10 platf wedsi hodootou b, FuboveInej
hrany By=(vy,v,) grafu O v oélslovant Og a aimme hrany
h, v grafe (envl) vatah:

by ak Jje hk-n
i B 2avl=b, sk je B O®
2 ktorého wypljve, #e keidi z n hxén grafu G md v grafe <a'nﬂ>
rizau dlfku. Z bodu I.dbkesu s m Gdaledkov delinfeif 1.11 a
1.12 vyplgva, Ze sk postupne otolfme gref G v grafe (Za+l)
in~krat, dostaneme cyklicky rozklad grafu <{2a+l)> na podgrafy
izomorfné grafu G.

Iil. Nech je dung cyklicky rozklad grafu (m+l) na podgre~
£y izomorfné grafu Gi{mgn). Vezaime Iubovoiny z 2n+l podgrafov
tohto roskladu o cenadms ho G, (0, Je imoworfny s ). DokéZe-
me, e vietky hrany grafu O, meji romau alixu v grafe (aed) .
Predposiadajee, 2o v G, existuji dve hrany s rownakou dfZkeu
1, 1£44n, nepriklad (v, v, 4] 8 (v,v ), 1S&x S0,
1<y £onsd, xéy (baz obmedzenia viecbscnostl molno predpokla-
dat, fe y>x). Polls delinfeie eyklickéhe rozkladn susl tento
rosklad obashovat aj graf @l %) xtory veniine z G, po y-x
otolenisch. Potos graf G67™X) bude cbsahovat hromu ¥y ¥yagds




S0 edporuje definfeii rozkladu grafu <{2n+l) . Vietky hrany gra-
fu G, sajd teda roznu dliku v grafe (2n*l) . To ale znomend,
%o existuje S-ofislovanie grafu G

Ddsledok 1. Ak graf G(mjn) ms C-otfslovanie, pozm sxi~
stuje cykiicky rozklad grafu (2asl) ne podgrefy lzomorfné gra-
fu Go .

D8sledok 2. Ak graf G{msn) md oc-&éiaicvaaiﬂ, potom exi-
stuje eykileky rozklad grafu (2u+l1) na podgrafy lzomorfué gra-
fu Ge

m_}‘ ik graf Glmm) =d (Zv-oﬁﬂamtc, potos exi-
stuje eyklicky rozilad grafu (n+l) na podgrafy iscmoriné gra=
fu G. |

Yets 1.3, Ak graf G{mjn) =d X‘-uanz.anau, potos existu-
je eyklicky rosklad grafu (n+l) na podgrsfy izomoriné grafu G.

Dokaz. Nech Oy je J-oMalovanle grafu G(ajn). 5k poloki-
me Nezn {posri def.1.3), dostaneme srejue & [~olfslovanis O
C~oifsiovante G grafu G. Tvdenie vety poton wyplyva beapro-
stredoe 2 vety l.i.

DOsledok. Ak graf G(mjn) mé Owoifslovamie, potom axistu-
Je cyklicky roskiad grafu (@avl) na potgrafy isomoriné grafu G.

Veta l.4. Hech je k Pubovolné priredsené ifslo. Ak graf
G{mgn) w4 (-sBislovenie, potom existuje cyklicky rosilad gre=
fu (Zkn*1) ma podgraly izosorfné grafu G. :

0kag. Hech mé& vrehol v, dsadho grefu Gimgn) v (~ofislo-
vani Oy hodnotu ay. Bes obmedzenis viecbecnosti moino predpo-
Klada®, #e o kaldej hrane h a{r*,vj}, 83,000 ,0, grafu O pla~
il 8y <x, a;>x, kic x Je prirodsené. Vesuime teraz k sxemplé-
YoV grafu G - oznalme ich B{Q} - a priradse koncoz rf}} S\)}




nrany B =(v{") ,v{%)) graru 61) etsia of7), afY) taxto cers-
novanés ’i\)}‘“i* a%“snaémw-l}, V=l 000,k 2k toras utvorise
graf G° superposfcion grafov gtV tak, Ze poloXfme vim w{d}
pre vietky p,X=l,...,k a pre vietky 5=l,...,n, wolno zrejee
tents graf 6°{m"jn"), kée n'=kn, roziofit splitne na k grafov
izomorfufeh grefu G. ik ponschéme vrcholom grafu G priradend
tie isté tfala ako v grafoch OV}, dostunsse tak srejme (0=
iislovanie grefu G'. Podla éSsledlm 3 vety 1.2 existule potom
cyklicky rozklad grafu {2kn+d) na podgrafy izosorfné grafu
8"(n"jkn), & teda aj na podgrefy izomorfné grafu Glmjn) (cyke
lignost je totid mrejmd),

Yeta 1.3. Hech Jo k Iubovoiné priroigend &isls. Ak graf
G{mjn) sd [-olsiovanie, potom existuje cyklicky rozklad
grafu (kn+l) sa podgrafy izosorfné grafu G.

iOkaz. DOkaz jo amslogicky dikagu vely l.4. Nech né vr-
chol vy dandho grafu G(mjn) v Y-oiislovsnl O hodnctu &ge
oz obuedzenia viecbeonosil moine predpoiladat, Ze o kaldej
hrane hsﬂfvi,vj},_ 821, eee n, grafu @ platis aievég 5
néevga. Vessime k exesplirov grafu G - osnaime ich 6177 -

a prirsdse koncom v,{“?}, 1?} hrany hﬁ”ﬂ‘ivéﬂ,vé”} grafa

atv) éisla n{ﬂ " &3\)) takto delinované: uﬁ\)}la,, ag\?}&
sagn{l=1}, V=l,e00,ke Ak tevaz utvorime graf @ superposi-
clou grafov G{\)) tak, fe poloiime ?1‘}” }wiﬁ pre vigtky |
J2%h,e0u,k & pre vietky s=l,...,n, a02ao zrejue teato graf
G'(m"jn"), kée n'=kn, roslcEl€ s;itne na k grafov izomorf-
nyeh grafu G. ik ponechise vrcholow grafu & priredend tie




isté als, ako v grafoch O1"), dostanese tak zrejee J-olfslo-
vanie grafa 0", Podla vety 1.3 existuje potom cykliek rosklad
grafu {Zkn+l> na podgrafy lzowodfné grafu G'(m’jim), atmad
as podgraly izomorfaé grafu G(mzn). '
| M@mmmmemm@ﬁmpw—
% grafy izomorfné daném grafu G(mj2n-1) existuje préve vteay,
| » ked existuje g-odislovanie grafu G. '
| Ddkag. I. 3 definfcie 1.10 vypigva, Ze sa v grafe (an)
}7 | vysikytuju len hrany aliky 1,2,...,n, prifom sa v tomto grafe
vysiytuje préve 2n hrén aliky 1 (1=1,2,e..,0°1) "
(v10%501)s (¥2a¥502)s000s (Voe¥y)
& prave n hrén di!ky n
('1*"&4}.}’ L 29 ‘},..,, (Vpe¥an) .
l ' | 1. Nech je dunj graf O{mjan-l), ktery mé g-odfslovsnie O,

e ———— IS

prd Soa v-,,é = {al,...,.;s. Podle bedu (b) Gaf,1.8 plati potam

a% = :{‘p“zt"'*"n}! kde alsbo x4=i alebo xy=Za-l. Ak ozne-

el ‘ &me vroholy grafu (@n) tak, aby platile ¥y, s boton ¥ aila-
| | 4 de & defel.8 & 1.10 plat{ medzi hodnotou b, Iubovolnej hreny

) ~ ’ | hk*;vi,vé)m&vo&slwmegadﬂmmmnkqw
} ' | | fe <(2n) vatah:

4 ' | a s{bk ““bﬁé"

P _ | - i3 b, &k je B Zn

E

o : iﬂeﬁhevmlfn,ieaaavlmgrmauvgrae(a)w
| nwmmnamwmmwzmmcm;u
| ¥ grafe (n) prive dve hrsay df¥ka i, i=1 séyees,n=l, prifoan
i §  rowakd affiu 4 majd wrdve hrny (v,v,,,),

VesntVzenst!®




% bodu I.d0kazu a % dOsledkov def,1.1l a 1.12 vypljva, Ze ak
, : postupne otoiime gref G v grafe (2n) (n~1)-krdt, dostancme cyk=
I ‘ _ A licky rosklad grefu {2n) na podgrafy izomorfné grefu G.
o _ 111, Hech je dany eyklicky romklsd grafu <2a> na podgrafy
v izouprfné grafu G{mj2n-l). Vesmime Tubcvolny s n podgrafov toh-
to roskladu a csnalme ho @, (G, je izomorfng s G). Dokdleme, %o
. v grafe G, (u) préve jedna hrane md dlZiku n; (b) préve dve
o | s , hrany sajd dlEku 3, 4=1,...,0-1, pridom ak sd tymito dvomi hra-
naad (vp,¥,.4) @ {?qﬂq,,i}; potom platl oSp'm (mod Zu).

(a) Predpokladajwe, ¥e v G, existuji dve hreny aliky a, na~
pridad (v,v,.0) & (¥,¥,,,), 34 S2n, 1<y Sn, yéx (wod n)
{bes cbuwdzenia viecbeonosti molno predpokladat®, ¥e y >x). Po-
_ | s defindele cyklického rozkladu musi tento rozklaed obsshovat
B ' | aj grat 6% iiory venikne & G, po y=x otodenisch, Gref
R || - 6{7™*) bude potom chsshovat hrenu (v,v,,.), % odporuje defi-

1%1 \ ' ' : olcli roskladu grafu &n) «

‘ {b) mmwim@ {a) woino ulkiza®, Ze v grafe G, sa
neubiu vyskytovat? viasc ako dve hrany aliky 1, 1=1,2,...,0-1.
Heoh teda v @, existuji préve dve hreny dfEky i, naprivia 4
(VeaVyeq) @ (Vya¥yag)s 1<x€2m, 1<y%in (bes obmedzenia vie
sbecnosti mofne predyoklada®, Ze y >x). Predpokiadsjue, e
y=kfn. Podla definicie cyklickdho roskludu musi tento rozklad
obsshiovat aj gref 047} itorg veniine 2 G, po yex otoSeniach..
Grad G&é““} bude potom obashiovat hranu i'y”y»i’# o odporuje
definfcll rozkladu grafu <@m> . Susi byt teda yei=n. % dokdza-
‘ného vyplfve existencia gmolislovenla grafu G,

DBsledok 3. ik gref Gimjzn-1) sé p-oifslovanis, potom exi-

— =




stuje cyklicks rozkled grafu {2 na podgraly izoworfné gra=
fu G |
. Dosledok 2. ik gral G{mjin-1) je 2-rozlokiteln a ak exi~
stuje o-piisiovanie Jjeho brehov, potom existuje cyklicky rom-
Klad grefu {2n) pa podgrafy isosmorfné grafu G.

+
L , Na zéver tejto kapitoly uvelme edte niskolke priiladov.
i ' Priilsd J.1. Prikisdom grafu, pre ktory existuje -o&fs-
| ' lovanis, sle nesxistuje (~o&{slovanle, je graf na obrel.3.
o | (Takgmto prikledom mdfe byt aj Iubovolng graf, ktor§ nie jo
| A pérnym grafon & pre ktory existuje ol-olfslovenie.)
. | Priklsd 1.2. Prixladom grafu, pre ktory existuje (-olds~
, - ||E ‘ . : lcvanie, ale neexistuje o~olfislovanie, Je graf na obr.l.d.
C [ | Prfilad 1.3« Prikladon grafu, pre ktory existuje S-otf{s-
i §  lovenie, ale nesxistuje (~oi{slovenis, je graf na obr.l.5.

» q | . ' Cbreles Ghralad Qe le5

Exiiisd 1.4. Prikiadom grafu, pre ktory existuje JSw-odfs-
lovanie, ale neexistuje O-oifslovenie, je gref na obr.l.6.

Eriided 1.5. Prikisdom grefu, pre ktory existuje O-oifs-
lovanie, ale neexistuje o-o&fslovanie, je graf na obrel.T.

e




Priigad 1.6. Prikladom grafy, pre ktory existuje ol-plige
lovenie, ale msexistuje I-oifsiownie (a teds ani J-oifslo-
vasie), Je lubsveiny gref, ktory nie je pdrnym grufon a pre
Ktory existuje ol=otfslovanie (najmeniim takym grafom je troj~
uholnfk},

Exicdad 1.7, Prikisdom grafu, pre ktory existuje q-ofis-
lovenie, ale neexistuje p-oifalovenie, je graf ma cbrel.8.

Obreleb Ohrel.T Dbre 1.8

V nesledujucich kwitoldch sa budeme geoberat aplildcion
dokdsanych viecbocayeh viet na sfskanie oyxlickych rozkladov
Kospletadno grafu na podgrsfy izomorfné dandmi grafu istého

B |

e s g




Priidad 1.6. Prikiadom grafu, pre ktory existuje ol-olfs-
lovenie, ale neexistuje [-oifslovenie (a teda eni d-otfalo-
vanie), Je lubsveiny gref, ktory anle je pdrmym grafos o pre
Ktor§ existuje ol-oifslovanie {(najmeniim takym grafom je troj-
uholnik)e

Priilad 1.7. Prikiadom grafu, yre ktory existuje qeodis-
lovanie, ale neexistuje p-otfslovanie, je graf ma ohr.l.8.

H=Z o
e 2 6 “
o I’ﬁ-l 1 5
10 | g )2
Dhreleb : ObrelsT ' Qbre 1.8

¥ nasledujicich igitoldch sa budeme meoberat apliluécion
dokésanych viecgbocaych viet na sfsksnie ey xlickych rozkladov
Kompletadne grafu na podgrsfy izomorfné dendm grafu istého
Specidlasho typie '




Priidad l.6. Privladom grafu, pre ktory existuje ol-plisg~
Lovante, ale nesxistuje J-oifslovenie {n teda ani O-oiislo-
vanie), Je lubsveiny gref, ktory nle je pdrmym grufos o pre
Ktor§ existuje ol~oifslovanie (najuenifm takfw grafom je troje
uholnik}e

Priilad J.7. Prikiadom grafu, pre ktory existuje qmofise
lovanie, sls neexistuje p-otiislovanie, Jje graf na cbrel.S.

i
Bk =2 9
e 2
Ho Iﬁ-l
‘41#
Pl Ohrede¥ Owules

¥ nasledujlcich ixitolich sa budeme msoborat aplikfciou
dokdzanych viecbocaych viet na mm ey xliekych rozkladov
kompletadho grafu na podgraly 1z0morné deném grafu istého
Epecidlneho typue




e
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§l. v tejto kapitole as budame mbemf mmm ko
pletujeh grafov na n-uholnfky, B2 3.
:ﬁ.}m dosadene aiakam viat.

2Rl slebe 2 {moa 4, poton nesdstuje «~sEslovmis grafu Ge
DOksz. Pripustue, Ze existuje «-oifslovanie O, eulerov-

ského grafu G{mjn), kie n=l alebo 2 (mod 4). Nech =f hrana hy

hodnotu by v offslovenf Oy (il,...,n). Fotoa zrejme platl

L}t'bi ® 1 (med 2). Ha drubej strane pre keidd uzevreety Cabi T
i=1

0 {mod 2), kie ss sSituje ces vietky

hrany tuhm T. Ziskeny spor dokssuje vetu.

¥ota 2.2 (Kotsiz)e Pre n-uholnfk existuje o~-offslovanie
prdve viedy, kell nS0 alebo 3 {mod 4).

Misg. £ vety 2.1 vypljva, Ze v pripads, ked p31 alebo 2
{mod 4), neexistuje o-plislovenie neuholnfis.

Hech je nS0 (med 4}, n=dmw Nech Je a~wholnik op{ssny
lruialoon K = {¥3,¥,, 000,V ¥y 5o Poton o-o¥slovanie neubiols
niks dosteneme, ak vrcholu vy privedics idelo a; takto:

{(1=1)/2 i nepéme
a; = | 4ael-d/2 i phrne, 1%2m
4mei/ 2 L pime, L>2m X .

mr % 8£56101,2, ... 4, okrea &ala Jm Je priradens préve
M 2 vrehelov n-uholofis (&fslo Jm nie Jjo oriradend Ziade

b '“ M. Obredsl)e KaZdé z &fael 1,2,+..,8 je hodnotou




jeénej z hrén n~uholniks.

. Hech Jjo n=) (mod 4), w=im~l. Nech je n-uholafk opfsany
kruiinicou K = {?1512,:;&’. 1,1!1}’ Fotom o(~giislovmie
o=uhelnika dostaneme, ak vreholu v privedise Eslo a; taite:

4-3/2 4 péme

_ | sy = % (-1)/2 1 nephme, 1£20-1

' ‘ | (1#1)/2 1 nsgérne, 1> 2wl .
L Kakdé & Sisel 0,1,es 401 okves &fsla @ Jo prirsdené préve

| jednéma » vroholov n~iholnfks (&fslo m nie je privadend 3iad~
nesa vreholu, ObPeZe2). Kaidé = isxaaa. i z,u,,n Je mawtm
S | amsxmmmm,
e ; Veta 2.2 jo dokfizand.

e e A

Ot e

Gbrel.l

R WMam&ga ocmnmlmmﬁh
mu, akonStruovend v d0kaze vety 2.2, je pri as0 (mod 4)

-l m Gﬂ&ﬁm ¢ kaZde) hwané | ,Ya} neabolafiea ple-
| :
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ti totd% v O, slebo a, $2m-l, ay>2a-1 alebo oy >2uel,
sééw:lg"

0 - 2w
Ubreded

Z posndaky 2.1 a2 » ddsledkov 1 & 3 defindell 1.1 a 1.2
vypliyva lahke

¥sts 2.3. Fre peuholalk existuje (-olfslovenie préve
viedy, ked n=0 (mod 4).

§2. Hosklady kompletného grafu na trojubolniky

Eahko sa zisti, Ze nutnou podmienkou pre existencin roz-
kKladn grafu ® na trojuboinfky Jje podmienks n=l alebe 3 {mod 6).
Pdto podmienka jo zdrovedl postalujicou podmicnkou (posri napr.
[6],8tr.211). Ha tomto miests sa véak budsm: meoberat len oyke

Meiful roziladsl kospletnjoh grafov na trojubelafky, pridon

¥ota 2.4. Cyklicky rosiiad kempletuého grafu {(n) na troje

b TR
m s e 2




.‘mmmu

gholnfky existuje prive vtedy, ked Jje n=l alebo 3 (mod 6},
& 0#9. :
S ndmi Za2. Uloha ndjet resklad kompletacho grafu <)

na tyejuholniky je ekvivalentné dlche ndjst tev. Stelnercv
gystén trojic rédu n. Stelnerovym systdsom trojic rddu n sa
nazgva tsky systém n{n-1)/6 treife utvorenjch z danjch o prv=
kov, #e kafcd s n{n~1)/2 dvejic ubvorenjch 2 n prvkov sa na-
chédgs préve v Jedue] » trojic systdamu. Veta 2.4 vo forauld-
eii pre cyxlické Steinerove systémy tyxojic bola prvy rwm do-
kézend v [B] , abkez je wiek odlilng od niZdie uvedendho [12].

Skbr neZ by sme prikrofill k dilkmazu vety Z.4, zavedieme
eite niekoTko dufinicii & dokiZeme niskolxo pomeenych viet,

paf.2.1. Systéa k disjunktajeh dvojic (Puty), obsahn =
cich éfsla 1,2,ess,2k a takjch, Z8 q ~P=F 3¢ T5l,e00,k, b
deme nazyvat (4,k)-aystduon.

Dofo2.2. Systém k dlajunktageh dvejic (ph,q,), obsahaji-
cich &sla 1,2,e00y2k~1,2k*l & takjch, Ze q~p ~r pre r5l,ses,
k, budeme nazjvat (B,k)-systémon.

Lema 2.1 (Skolew [18]). {a.x}-syam existuje préve vte-
dy, kel k=0 alebo 1 {mod 4).

Boipsz. I. fk dvojice (Prydp)s F=l,eee.k, tvoris (R k)=
systén, potom séitanim rownosti

Up"Pp™T =l ese K

B D %) R hxen .

Z% * Zv, = ki2k+l) ,

‘ M “m Jﬂ ’&m m 1;2,...*2&1
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